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Resumen: Los conjuntos borrosos, son entidades lingiisticas generadas por el significado de los
predicados en un universo del discurso. Se separa lo que es un conjunto borroso de etiqueta linglistica
dada del estado, o funcion de pertenencia, en el que se observa. Se muestran algunas oportunidades
educativas que el caracter transversal de la teoria de conjuntos borrosos puede facilitar.
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Abstract: Fuzzy Sets are linguistic entities generated by the meaning of predicates in a universe of
discourse. It is distinguished the fuzzy set with some linguistic label from the state, or membership
function, in which it is observed. It is shown that due to the Transversal Character of the Theory of Fuzzy
Sets, they can offer some educative opportunities.
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Introduccion

Cabria describir rapidamente el pensamiento cientifico diciendo que intenta
plantear buenas preguntas (Isaac Rabi) y buscarles respuestas fértiles (Karl Menger);
una fertilidad que se considera tanto mejor cuanto mas lejos se manifieste del campo
en el que surgen la pregunta y la respuesta. Seria una descripcion sugerente, pero casi
circular; sélo se sabe si la pregunta fue buena cuando la respuesta es fértil y, como
ensefa la historia de la ciencia, con frecuencia ello no es inmediato. Sin embargo, es
una buena descripcién de la mejor investigacion cientifica y tecnolégica.

Un ejemplo indirecto de fertilidad lo dio la Cibernética, creada realmente en
los afios treinta-cuarenta del pasado siglo XX alrededor de los entonces llamados
Servomecanismos y que Norbert Wiener definid en 1948 como ‘el estudio cientifico
del control y la comunicacion en animales y maquinas’. Desaparecida a partir de
comienzos de los afios sesenta, dejo tras ella una serie de nuevas ramas del
conocimiento, como son la Inteligencia Artificial y la Robdtica y de las cuales las que
han perdurado han sido muy fértiles; la llamada Légica Borrosa entre ellas.

Trabajos usando la Logica Borrosa (LB) se encuentran en multitud de revistas
cientificas y tecnolégicas correspondientes a campos de investigaciéon distintos e
incluso alejados entre si; sus aplicaciones también pueden encontrarse en &mbitos bien
diferentes, incluyendo productos industriales y con grupos que la investigan
directamente o la usan en sus planteamientos en casi todos los paises del mundo. Hay
una enorme cantidad de publicaciones con ‘Fuzzy’ (Borroso, en inglés) en su titulo y
empleando las metodologias borrosas en su contenido, planteando ‘modelos borrosos’
de un problema que permiten encontrar soluciones del mismo.
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La LB va mas alla de la fertilidad, tiene un caracter transversal entre campos
distintos que van desde las Matematicas hasta la Filosofia, pasando por la Gestion de
Negocios, el Control Industrial, el llamado ‘Clustering’, la Medicina o el Tratamiento
de Imagenes.

En cuantos problemas hay presencia de imprecision y especialmente si ésta es
de tipo lingistico, las metodologias de la LB tienen una extraordinaria posibilidad de
ser aplicadas, de ofrecer soluciones y con una notable capacidad de ser interpretadas
por quienes deban manejarlas. Por otra parte, al tener una base mas analdgica que
digital (lo que no excluye que, tras su digitalizacién, se implementen en ordenadores)
ofrecen un ‘tiempo de respuesta’ que, por breve que sea, es tecnoldgicamente
importante y especialmente en situaciones criticas.

La hibridacion de metodologias y técnicas conocida como Soft Computing (tal
vez Computacion Flexible, en espafiol), mezclando con la LB algoritmos genéticos,
redes neuronales artificiales, métodos probabilisticos, etc., ha resultado fundamental
para, por ejemplo, poder abordar problemas computacionales que antes ni podian
plantearse.

La LB se basa en el concepto basico de conjunto borroso (Fuzzy Set, en
inglés), introducido por el profesor Lotfi A. Zadeh (Baku, Azerbaiyan, 1921-Berkeley,
California, 2017) en el articulo Fuzzy Sets, publicado en la revista Information and
Control,8: 338-358, 1965. Los conjuntos borrosos permiten abordar problemas en los
cuales la incerteza no es de tipo aleatorio, probabilistico, sino relativa a la imprecision;
no deben confundirse los conceptos de incerteza e imprecision por mas que la segunda
comporte la primera; el concepto de conjunto borroso no es en si mismo
probabilistico.

En realidad, Zadeh respondié al llamamiento de John von Neumann quien, a
mitad de los afios cincuenta, habia abogado para que en la entonces llamada ‘Teoria
General de Automatas’ se considerasen enunciados imprecisos, distintos, en sus
mismas palabras, a los ‘todo o nada’ y se hiciese empleando los recursos del flexible
Andlisis Matematico que tan buenos resultados cientificos y tecnolégicos habia
facilitado y en lugar de emplear s6lo los recursos de la llamada Matematica Discreta.

1. ¢ Qué es un conjunto borroso?

Vale la pena comenzar diciendo que, casi nunca, un conjunto borroso es un
conjunto y que los éstos son un caso limite de conjunto borroso. Los conjuntos son
entidades propiamente matematicas, incluso definibles por via axiomatica (Zermelo-
Fraenkel, por ejemplo) y obedecen el llamado axioma de especificacion de Cantor: Si
en un conjunto X actda una propiedad p precisa, binaria, nombrada por una palabra P,
existe un unico subconjunto P de X cuyos elementos son los x de X tales que el
enunciado ‘x es P’ es completamente valido. EI mismo X suele suponerse especificado
por una propiedad a la que p restringe.

Con ello, el subconjunto P¢, complementario en X del P, consta de los y de X
tales que el enunciado ‘y es P’ no es valido en absoluto. Siendo X =P U P¢, con P n
P¢ =@, P provoca la particion o clasificacion perfecta {P, P} de X; no hay elementos
de X que sean dudosos respecto al cumplimiento de p. Todo conjunto estd
especificado por una propiedad binaria.

1.1. La situacion es radicalmente distinta cuando la propiedad p no es precisa, sino
imprecisa, es decir no es binaria, sino graduable; como es facil probar con
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argumentaciones ‘tipo Sorites’, en esos casos no existe un conjunto especificado por la
propiedad p. Sin embargo, en el lenguaje ordinario también se otorga ‘extension’ a
tales propiedades que, por otra parte, son muy frecuentes en el mismo; por ejemplo, se
habla con la misma naturalidad de los londinenses ‘jovenes’, que de aquellos con
‘menos de 35 afios’ y cuando los segundos constituyen un conjunto pero no asi los
primeros.

Conceder extensidn a todas las palabras predicativas es algo bien anclado en el
lenguaje ordinario, usualmente Ilamado natural por contraposicion a los lenguajes
formales artificiales y por mas que poco tenga de ‘natural’. Es que, por ventura,
Jexpresiones usuales como ‘fue un gallina’ o ‘es del tiempo de Maricastafia’, tienen
algo de natural como lo tiene respirar? El lenguaje ordinario esta influido por la
historia y la cultura de sus hablantes; bien distinto de los lenguajes formales
artificiales, no es propiamente ‘natural’.

En los lenguajes formales, el significado de la inmensa mayoria de las
palabras que se emplean esta definido por condiciones que, ademas de precisas, son
necesarias y suficientes; es, por ejemplo y en las mismas matematicas, el caso de
primo (‘n es primo’ si y s6lo si no tiene mas divisores exactos que la unidad y él
mismo), pero no lo es el de redondo: ‘n es redondo’ cuando en su descomposicion
factorial hay un numero relativamente pequefio de ndmeros primos elevados a
exponentes relativamente grandes (Godfrey H. Hardy), ‘pequefio’ y ‘grande’ hacen
impreciso al concepto ‘redondo’.

No hay mas que ndmeros primos o no-primos, pero los redondos no
constituyen una clasificacién perfecta, nitida, del conjunto de los nimeros naturales; la
propiedad ‘ser primo’ es binaria, rigida, en tanto que ‘ser redondo’ es una propiedad
graduable, flexible, todo nimero es redondo en cierto grado. En términos pictdricos,
podria decirse que ‘redondo’ aparece como un sfumato del conjunto de los nimeros
naturales, en tanto que ‘primo’ simplemente lo colorea en s6lo blanco y negro.

1.2. El carécter rigido o flexible de una palabra depende, en cada universo del discurso
donde se use, de su significado en el contexto que corresponda y como es el de
‘primo’ en el universo de los niumeros naturales y el contexto matematico, que es bien
distinto al de ‘primo’ en un universo de personas y en el contexto de las relaciones
familiares. Notese que dos nimeros n y m son igualmente primos o por o menos uno
de ellos no lo es, pero que esos mismos nimeros son ambos redondos y que lo que
serd necesario conocer es cudl de ellos es mas o menos redondo que el otro. Los
ndmeros 5 y 23 son igualmente primos, pero de los nimeros 273115 y 22335° parece
sensato decir que el segundo es menos redondo que el primero.

Asi, una palabra P actuando en un universo X del discurso a través de los
enunciados elementales ‘x es P’, determina una relacién binaria <p (uUn subconjunto
del producto cartesiano X x X), percibida empirica o tedricamente y definida por:

X <p y, indicando simbdlicamente que ‘x es menos P que y’,

es decir, que x exhibe la propiedad p menos de lo que la exhibe y; que en x se percibe
p menos que eny. Con ello:

a) Si <p = @, se dice que P es una palabra metafisica en X. La propiedad p
no permite reconocer o percibir que los elementos X sean comparables de menos a
mas P.

b) En otro caso, se dice que P es una palabra medible en X.
La relacion ‘igualmente P’, =p, puede definirse como la interseccion <p M <p?,
traduciendo
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‘x es igualmente P que y’ si y solo si ‘x es menos P que y’ e ‘y es menos P
b
que x’,

de ser <p = =p (es decir, <p = <p?), se dira que P es precisa o rigida en X; en
caso contrario, P es imprecisa o flexible en X.

c) Cuando P es medible en X, el grafo (X, <p) se llama el significado
cualitativo o perceptivamente primario de P en X. Si P es precisa en X, su significado
cualitativo es el grafo (X, =p). Por tanto, una palabra es metafisica, no medible, en X
cuando carece en él de significado perceptivamente primario.

d) Si P es medible y precisa en X, entonces los subconjuntos

{x €X; Existe y eX tal que x =p y} y su complementario {z €X; Para ningun
y eXesz=py},

constituyen una particion de X y el primero de ellos es el conjunto
especificado por P en X. El grafo (X, =p) permite definir a ese subconjunto.

e) Por analogia a lo anterior, si P es medible e imprecisa en X, el grafo (X,
<p) define, es, el conjunto borroso P, el de los P, el de etiqueta linguistica P.

Un conjunto borroso es, por tanto, una entidad linglistica relacional; es una
forma de decir ‘el colectivo nebuloso de los P de X’. Es como formalmente se asigna
extension a la expresion lingiiistica ‘los P de X’.

Como un ejemplo trivial, si es P = grande en X = [0, 10], entonces X <grande Y
< X <y (en el orden total < del intervalo [0, 10]) y, con ello, es X =grange Y < X =Y. El
conjunto borroso G de los nimeros grandes en [0, 10] no es sino el grafo ([0, 10], <),
el intervalo [0, 10] visto linealmente ordenado. Nétese que de interpretar grande por
‘mayor de siete’, por ejemplo, el uso de grande pasaria a ser rigido y seria G = (7, 10],
un conjunto.

Una palabra es rigida o flexible dependiendo de cémo se usa en el universo
del discurso; asi, atendiendo a la edad cronolégica y si Juan tiene 90 afios, no cabe
afirmar ‘Juan es joven’, pero de atender a su estado fisico y mental ello puede llegarse
a afirmar. El significado depende del contexto y del propédsito con que se use la
palabra; es un concepto situacional (Jon Bairwise).

1.3. A fin de ‘medir’ la extension del significado cualitativo, debe definirse el
concepto matematico de medida en los grafos (X, <p). Una tal medida es una funcién
m: X =20, 1], tal que:

1) x<py=>m (x) <m(y);

2) Si z es ‘minimal’ para <p, es decir, no existe ningun y distinto de z tal
que y<pz,esm(z)=0;

3) Si z es ‘maximal’ para <p, €S decir, no existe ningn y distinto de z tal
gue z<py,esm(z) =1

La propiedad esencial de una medida es la (1); n6tese cuan raro seria que si
‘La altura de Paula es 1.65m’ y ‘La altura de Carmen es 1.77°, la medida del
significado de la primera fuese, por ejemplo, 0.8 y la de la segunda fuese 0.6. Por lo
que respecta a las propiedades (2) y (3), dependen de la existencia de elementos
minimales o maximales; de no haberlos, decaen. De haber un Unico minimal es el
minimo y de haber un Unico maximal es el maximo; es el caso del sencillo grafo
anterior ([0, 10], <), en el cual 0 es el minimo y 10 el maximo.

Es importante notar que las tres propiedades de una medida no permiten
especificar una por completo, se necesita mas informacion; una informacién que
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provendra del contexto del problema o sera una hipotesis razonable. Por ejemplo, una
medida del significado cualitativo de ‘grande’ en [0, 10] sera una funcion Mgange: [0,
10] =[O0, 1] tal que
Mgrande (O) = 0; Mgrande (10) =1y [X <y => Mgrande(X) < Mgrande (Y)],

es decir, las medidas de ‘grande’ son las muchisimas funciones que crecen
desde (0, 0) hasta (10, 1) y determinar una de ellas requiere saber mas. Por ejemplo, de
conocerse que la medida es lineal, mgange (X) = ax + b, las condiciones de contorno
implican a = 1/10y b = 0, con lo gque la Unica medida lineal es la funcién creciente
mgrande (X) = X/10

Sin embargo, de conocerse que la medida es cuadratica, Mgrange (X) = ax? + bx
+ ¢, s6lo se sabra que es ¢ =0y 1 = 100a + 10b <> b = 1/10 — 10a; habra tantas
medidas cuadratica como valores pueda tomar el pardmetro a. Por ejemplo, de saber
que es Mgrande (5) = 0.6, se contaria con la nueva ecuacion 0.6 = 25a + 5b = 25a + Y% -
50a = Y% - 25a, con lo cual seria a = - 0.1/25 = - 1/250 vy, por tanto, b = 1/10 + 1/25 =
35/250 = 0.14. Con todo ello y finalmente, la medida cuadratica especificada por esas
condiciones serfa Mgrande (X) = - X%/250 + 0.14x.

Otra posible medida, de tipo distinto, podria resultar de saberse que es lineal
hasta x = 7, constante e igual a 0.7 hasta x = 9 y, finalmente otra vez lineal hasta x =
10. Tal medida seria la funcién lineal a trozos:

Mgrande (X) = X/10, si x €[0, 7]; 0.7, si x €[7, 9]; y 0.3x — 2, si x €[9, 10].

Especificar una medida del significado exige conocer o suponer condiciones
contextuales suficientes para ello; de no poder conocerlas, o mas sensato es
considerar la medida mas simple, la lineal en el caso de grande. Especificar una
medida comporta disefiarla de acuerdo con las restricciones impuestas por la
informacidn adicional disponible.

Tal disefio debe hacerse cuidadosamente ya que un error puede conducir a
medidas incorrectas; asi de ser la medida adecuada de grande la anterior medida lineal
a trozos, la medida del significado de ‘9 es grande’ seria 0.7, pero de tomarse
erroneamente la medida lineal seria 0.5. Una diferencia en 0.2 que podria ser
importante segin fuese la sensibilidad numérica requerida por el correspondiente
problema.

Asi, el grafo (X, <p) actla como ‘magnitud basica de disefio’ y permite
obtener magnitudes escalares (X, <p, mp), dadas por las medidas me del significado
cualitativo de P en X; cada una de esas magnitudes es un significado cuantitativo de P
en X. No hay un unico significado cuantitativo; cada uno depende de la informacién
contextual de la que el disefiador pueda disponer acerca del uso de P en X, de cuanto
pueda observar o sea razonable suponer acerca de me.

1.4. De hecho y aunque en general y por lo que respecta a las palabras del lenguaje
ordinario, la relacion <p < X x X sea percibida empiricamente, una vez establecida
como el significado cualitativo de P en X, debe considerarse fija o por lo menos fijada.
Sin embargo, las medidas tienen un caracter diferente, son variables, dependen de la
informacion adicional que le sea alcanzable al disefiador; la medida es
contextualmente observacional y representa el estado en que se presenta u observa el
grafo, el conjunto borroso.

Si la entidad nebulosa conjunto borroso no es facil de imaginar mas alla de
imaginar X como un ‘sfumato’, la medida es una funcién que, siempre que P presente
una caracteristica numérica, como es el caso de ‘alto’ caracterizada por la altura en
centimetros o metros, aparece finalmente como una funcién numérica R =[O0, 1], que
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toma el lugar de la funcion X —->[0, 1] original. En general y en las aplicaciones, las
palabras que juegan el papel esencial en la descripcion lingiistica del fendmeno en
consideracion, muestran caracteristicas numéricas.

Con alguna frecuencia y en aplicaciones con un universo X grande
representado por un intervalo de la recta real, conocer por completo la relacion
cualitativa <p no es facil; como sea que el disefiador debe contentarse con el
comportamiento de la caracteristica numérica de P, suele disefiar la medida como le es
posible y cuando consigue una, sea me, esta conducido a considerar la relacion <mp
definida por:

X <mp Y & Mp (x) <mp (Y),

el significado de P en x mide menos que el de P en 'y, que, contrariamente a la relacion
original <p es lineal, total, ya que de ambos x, y uno de ellos tendrd medida menor o
igual que el otro, en tanto que respecto de <p pueden facilmente existir elementos no
comparables, es decir, que no sea perceptivamente posible afirmar si uno de ellos es
‘menos P’, muestra la propiedad p menos que el otro.

En todo caso es:
X <py =>me (X) <mp (Y)& X <mp Y,

que muestra la contencién <p < <mp: De considerar a la nueva relacién <mr como el
significado cualitativo de P en X, éste aumenta. La medida altera la vision que pueda
tenerse del significado primario, tras medir facilita un ‘significado secundario’, el <up,
gue es mas amplio que el original; la medida altera el significado primario. He aqui
otra razén por la cual y ain desconociendo <p el disefiador debe especificar la medida
con el méaximo cuidado posible. En conclusion:

Un conjunto borroso P = (X, <p) se observa a través del estado en que es
percibido y dado por la magnitud escalar disefiada (X, <p, mp) y con ella debe
manejarse. En la terminologia usual, la medida me se Ilama la funcién de pertenencia
al conjunto borroso de etiqueta linguistica P.

Si la relacidn entre elementos y conjuntos estd completamente definida por los
simbolos binarios contrarios € y ¢, en el caso de un conjunto borroso la pertenencia
es graduada: me (X) = r indica que x e, P, que x pertenece a P con grado r en [0, 1],
siendo € = €1y ¢ = €. De ahi el nombre funcién de pertenencia dado a la medida del
significado. Dependiendo de la medida disefiada, todo elemento del universo X
pertenece en algun grado al conjunto borroso, desaparece la dicotomia pertenece/no
pertenece; la pertenencia se difumina en funcion de la medida.

Con frecuencia, la flexibilidad del comportamiento de las palabras imprecisas
se manifiesta a través de la continuidad de la funcién de pertenencia, la cual hace que
la pertenencia observacional traducida por el simbolo ‘e,” sea entonces el continuo
tipico del ‘sfumato’. Obviamente, si X es finito, entonces las funciones de pertenencia
se reducen a una lista igualmente finita de nimeros del intervalo unidad.

Si en el caso de los conjuntos, cuya funcion de pertenencia es Unica y por ello
también recibe el nombre de ‘funcion caracteristica’, los simbolos €1 y €¢ Son
‘absolutos’, no debe olvidarse que con los conjuntos borrosos los simbolos <, con r
en [0, 1] son relativos a la medida disefiada; al ‘sfumato’ que se haya pintado
realmente. Cada disefio de un conjunto borroso es como transformar X en un
‘sfumato’.

1. 5. Para acabar esta presentacion del concepto de conjunto borroso, convienen unas
palabras acerca del calculo con los mismos; en realidad, del calculo con los
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significados de enunciados linguisticos compuestos de otros enunciados de tipo
elemental y como puede ser, por ejemplo, si con el enunciado:

‘Six es P, entonces y es Q’, y “x es P*’, con lo cual sera ‘y es Q*’,

se trata de encontrar Q* una vez conocidos P, Q y P*. Supuesto que las respectivas
funciones de pertenencia sean mp para P, mg para Q, me~ para P* y alguna funcién
desconocida mq+ para Q¥*, faltardn las correspondientes a la relacion borrosa
‘Si/entonces’, a la conjuncion copulativa “y’, asi como interpretar ‘con lo cual’.

En el célculo clésico de proposiciones, la anterior frase se representaria por la
férmula booleana (p 2>q)- p* < q*, donde - indica ‘implica’, - indica la conjuncién y
el orden < del algebra de Boole traduce ‘con lo cual’. Esa férmula, con la usual
interpretacion de ‘Si p, entonces q° como ‘no p o q° (simbolicamente, p’ + q) se
explicita en la forma (p* + q) - p* < g*, mostrando que la expresion (p” + q) - p* con
los datos conocidos, es la cota inferior del término desconocido g* y que cualquier g*
superior a esa cota en el orden parcial del algebra, <, resuelve el problema.

Sin embargo, en el caso de palabras imprecisas, nada es ‘universal’, todo debe
disefiarse de forma adecuada. Asi, hay que disefiar funciones J y T, tales que la
expresion linguistica pueda representarse por una formula del tipo

T (J (mp (X), Mg (Y)), Mme= (X)) < mg=(Y), para cualesquiera x e y

respectivamente pertenecientes a los universos X e Y en los que actlan
respectivamente P, P*, Q y la desconocida Q*. Calcular el primer miembro de esa
férmula es esencial ya que serd el menor valor posible de mo=; por tanto y de forma
cautelosa podra partirse de ese miembro para hallar una solucion.

Ahora bien, en el lenguaje las expresiones lingiiisticas condicionales ‘Si p,
entonces q’, no se interpretan siempre como ‘no p o q’, sino que entre otras formas y
con frecuencia se entienden como ‘nop opy q’ y también de la forma conjuntiva ‘p y
q’; cada interpretacion del condicional como un enunciado lleva a una funcion J
distinta. Por su parte, la conjuncion ‘y’, siempre conmutativa en el calculo clasico, no
lo es en el lenguaje ordinario (por ejemplo, no significa lo mismo ‘se cay6 y llord’ que
‘llord y se cayd’) ya que en ¢l suele jugar el factor temporal. El disefiador debe tener
todo eso en cuenta para disefiar J y Te. Un ejemplo final ayudard a comprender el
problema.

Considérese el condicional ‘Si x es grande, entonces y es pequefio’, el dato ‘x
= 6’, y con ello busquese la salida ‘y es Q* del sistema. Supondremos para
simplificar que es X =Y =0, 1], Mgrande (X) = X, Mpequerio (Y) = 1 — Y, asi como que el
condicional es conjuntivo pero no conmutativo. Asi, el problema se reduce a disefiar
funciones T y T* no conmutativa, tales que T (T*(x, 1-y), Mgy (X)) < mo+ (y), con lo
cual se dispondréa de la mayor cota inferior posible para mg~ la funcién

Supxep T (T* (X, 1Y), Mgy (X)),

no dependiente mas que de y. Sin embargo, como sea que Mgey (X) =1 <>x =6, siendo
0 en otro caso, la anterior férmula se simplifica hasta

Supx e, g T (T*(1, 1 -y), 1) =1 —y < mo~ (y): Sin tener que buscar las
funciones T y T* puede tomarse mg-~ (y) =1 -y, con lo cual es Q* = pequefio.

Es un tipo de problema que, frecuente en las aplicaciones, en ellas se requiere
un resultado numérico y no funcional como es la anterior funcion 1 —y. Se requiere lo
que se llama desborrosificar la salida, compactar en un valor de y la informacion dada
en el ejemplo por la funcién 1 —y. Una de las maneras usuales de hacerlo es tomar el
valor y* que divide el area bajo la curva definida por mg~ en dos partes de igual area,
el llamado ‘centro de area’, como punto de equilibrio. Como en el ejemplo el area bajo
la curva 1 —y es obviamente %, debe encontrarse el punto y* de [0, 1] tal que sea
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14 =" (1 - y)dy = y* - y*¥2,
ecuacion de segundo grado cuya solucién no mayor que uno es y* = 1 - V(1/2) ~ 0.7.

2. NOTICIA BREVE: LA RELACION CON LA VAGUEDAD

Los conjuntos borrosos abren la puerta al analisis de una restriccion del
concepto filoséfico de vaguedad, concretamente la que es medible y que recibe el
nombre de borrosidad. Es decir, la vaguedad referente a enunciados medibles y de los
cuales se conozca, se haya disefiado, una medida. En general, es dificil percibir si de
dos enunciados linglisticos vagos uno de ellos lo es menos que el otro, es decir,
conocer la relacion <yag, ‘menos vago que’, sin embargo, con enunciados medibles
ello es sisteméaticamente posible como, en su articulo, A Definition of a
Nonprobabilistic Entropy in the Setting of Fuzzy Sets Theory, publicado en
Information and Control,20: 301-312, 1972, mostraron Aldo de Luca (1941- 2018) y
Settimo Termini.

2.1. La argumentacion basica de esos autores se centra en las siguientes y
razonables hipotesis:

1) Los enunciados menos borrosos son los rigidos; 2) Los mas borrosos son
aquellos para los cuales su medida es %; 3) EI menos borroso de dos enunciados es
aquel cuya medida se acerque mas a los valores 0 y 1 de las medidas rigidas.

Tales hipotesis las formalizaron a través de una magnitud escalar dada por la
relacion <porr (Menos borroso que) y una medida Mporr, COMO Sigue:

1) Mp <porr Mo & 0 <mp (x) Smg (y) < V2, y Y2 <mgq (y) <me(x) < 1.
2) Si para todo x de X es mp (X) €{0, 1}, Myorr (Mp) = 0.

3) Si mq (X) = ¥%, para todo x de X, Muorr (Mg) = 1.

4) Mp <porr Mg => Mporr (Me) < Miorr (Mg).

Tres observaciones son convenientes antes de seguir. En primer lugar, la
relacién <porr estd definida realmente en el intervalo [0, 1], al que le cambia el orden
lineal usual por el llamado sharpened o afilado en espafiol, obtenido rompiendo el
intervalo por el punto %2 y tomando el orden creciente antes de él y el decreciente
después. Es un orden parcial; por ejemplo, bajo el mismo los nimeros 0.4 y 0.7 no son
comparables.

En segundo lugar, la idea de la relacion <por proviene de la del conjunto
clasico mas proximo a uno borroso. Dado un conjunto borroso, conocido por una
funcion de pertenencia mp, el conjunto clasico mas préximo se define como aquel
cuya Unica medida es

m(x)=0,simp (X) <%, ym(X)=1,si%<mp (X).

Debe observarse que el conjunto clasico mas proximo a un conjunto borroso
lo es a un estado observacional del mismo mas que al mismo conjunto borroso; dos
conjuntos borrosos distintos pueden tener el mismo conjunto mas préximo.

En tercer lugar, fijar como umbral de méaxima borrosidad al nimero %, tiene
completo sentido de representar la negacion P’ de P, por la funciéon N (x) = 1 — X; es
decir, definiendo mp> = N 0 mp = 1 — mp, ya que esa funcion tiene el punto fijon=1 —
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n < n =%, Con ello, se toma como umbral de borrosidad al valor en el que coinciden
las medidas de mp> y me.

Sin embargo, no siempre la medida de P’ puede calcularse a partir de la de P
por la funcion 1 — x que revela una negacion fuerte (p’)’ = p [N (N (x)) = x], cuando
en el lenguaje la negacion puede ser débil (p < (p’)’), intuicionista ((p’)’ < p), salvaje
(cuando no es ni débil ni intuicionista) y fuerte cuando es a la vez débil e intuicionista.
Por ejemplo, de considerar la también negacién fuerte representada por la funcion N
(x) = V(1 — xd), el punto fijo es n = V2 /2 y entonces habria que cambiar cuanto a % se
refiere la definicion por \2/2; de considerar la negacion salvaje representada por N (x)
=1 - x2, el punto fijo seria (5 — 1)/2.

2.2. La medida mporr que llevd a de Luca y Termini a hablar de ‘entropia no
probabilistica’ y, por cuanto en principio, el concepto de borrosidad no es, en si
mismo, de tipo aleatorio, fue dada por la funcién (de Claude Shannon),

SX)= xIn(x) - (1 -x)In (1-x),
que facilita en universos finitos la funcion © (mp) = Zi = 1" S (Xi) que,

verificando las propiedades de una medida de la borrosidad, es analoga a la entropia
de tipo probabilistico de Shannon.

Hay muchas otras funciones que verifican aquellas propiedades y, entre ellas y
también para universos X finitos con elementos X1, Xz, ..., Xn, pueden citarse las de la
forma

Oi=1" (ai* A (xi)),

con adecuados parametros aj, operaciones © y ¢, y una funcion continua A: [0,
1] =0, 1] tal que A (0) = A (1) = 0, con maximo valor A (1/2). Por ejemplo, las de
los tipOSZ Yi=1" aiA (Xi) Yy Max i=1"min (ai, A (Xi)).

Una de las aplicaciones de las medidas de borrosidad consiste en usarlas para
representar el estado de un conjunto borroso por medio de la funcion de pertenencia
menos borrosa posible, es decir, con la menor medida de borrosidad. Es un intento de
no ser demasiado impreciso en la representacion del estado en que se presenta un
conjunto borroso, de elegir el estado menos borroso posible sin llegar al extremo de
substituirlo por un conjunto clasico. Con todo ello, cabe decir que los conjuntos
borrosos sirven para el estudio de la borrosidad.

3. La transversalidad educativa de lo borroso

La gran cantidad de campos en los que aparecen y se aplican los conjuntos
borrosos citados en la Introduccion, permiten pensar que la teoria de esos conjuntos
pueda tener interés didactico en, por lo menos, las ensefianzas media superior y
formacion profesional.

Cuanto se ha relatado en la sintética presentacion anterior lleva a pensar que
entre la teoria de conjuntos borrosos y esas ensefianzas, hay una evidente e inmediata
confluencia intelectual con al menos los profesores de matematicas, fisica, dibujo
técnico, tecnologia, lengua y filosofia. Una confluencia permitiendo que el carécter
transversal que muestra la teoria de conjuntos borrosos pueda servir para organizar la
ensefianza en forma distinta a la habitual por disciplinas, pasando a hacerlo por
‘proyectos docentes y transversales’, de tipo multidisciplinar y en los que participen
profesores de diversas materias e incluso alumnos de edades diversas; unos proyectos
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en los que se fomente la creatividad de los alumnos y de los que las experiencias
conocidas hacen ver que los alumnos disfrutan aprendiendo en y con ellos.

Junto a su caracter cientificamente transversal, los conjuntos borrosos pueden
alcanzar otro de caracter transversal educativo; una transversalidad doble que puede
permitir que el conocimiento ‘toque dentro’ a los alumnos, algo sin lo cual la
ensefianza puede instruir, pero no educar.

La ensefianza compartimentada en materias sin conexion aparente entre ellas
es escasamente educativa, es simplemente instructiva y la misién de la ensefianza debe
ser, mayormente, educativa; debe abrir ventanas a los alumnos desde las que puedan
ver la maravillosa complejidad del conjunto de las cosas y no hacerles creer que ‘el
mundo’ esta perfectamente clasificado en compartimentos estancos. Todo se
interconecta con todo, es mas una clasificacion imprecisa, flexible, que una rigida,
precisa; mas un ‘sfumato’ de Leonardo da Vinci que un cuadro geométrico de
Kandinsky con colores perfectamente repartidos.

Naturalmente, el uso de la transversalidad de los conjuntos borrosos para
avanzar en la de la ensefianza, requiere que los profesores conozcan lo esencial de su
teoria y sean capaces de elaborar unos proyectos que sean, por ejemplo, trimestrales y
en los que los diversos aspectos tocantes a sus materias aparezcan de forma mas
integral que sucesiva; a este respecto y pensando en los profesores de ‘letras’, debe
decirse que si para comprender la teoria elemental de los conjuntos borrosos, es
necesario un cierto conocimiento matematico y cientifico no se requieren, sin
embargo, conocimientos especializados.

Por citar algunos temas que podrian ser de interés y, por ejemplo, esté el
correspondiente a la vaguedad medible o borrosidad, asi como el de la ‘verdad’
también contemplando el predicado ‘verdadero’ como medible, es decir, viendo a la
verdad como un concepto no metafisico sino medible, unos aspectos en los que los
profesores de filosofia deberian estar interesados; medir es esencial para la ciencia y
conviene recordar el, abreviado, Si no lo puedes medir, no es ciencia, de Lord Kelvin.
Otro tema de interés es la construccion de un ‘controlador borroso’ elemental con el
cual controlar efectivamente alguna maquina cuyo comportamiento pueda describirse
mediante un sistema de reglas linglisticas; es un aspecto en el cual pueden colaborar
profesores de matematicas, fisica y tecnologia.

Hay muchos otros temas posibles y como son los de la gestion de recursos
econémicos o el tratamiento de iméagenes; sin embargo, la determinacién de cada
proyecto concreto para la ensefianza es cosa de sus profesores quienes, con toda
seguridad, podrian contar con la ayuda de los investigadores universitarios que
trabajan en el campo borroso y que forman una comunidad abierta y amigable,
siempre dispuesta a ayudar a quienes desean aprender logica borrosa.

Una experiencia de interés es la que a lo largo de diez afios se realizé en
Shanghai por grupos de profesores y que dio lugar al libro Fuzzy Sets Theory
Preliminary. Can a Washing Machine Think? (Springer, 2018), recientemente
traducido al inglés y en cuyo titulo la pregunta ‘;Puede pensar una lavadora?, da idea
de su finalidad educativa. Desde el punto de vista pedagogico, los conjuntos borrosos
ofrecen una interesante oportunidad educativa.

Conclusion

Cuanto antecede no es sino una breve presentacion de un tema muy amplio y
para cuyo estudio existe una abundantisima bibliografia, de la cual y en el apartado
final de referencias se citaran algunas obras.
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Casi nada de lo que se ha presentado requiere, realmente, conocimientos
matematicos ‘superiores’, aunque si una cierta familiaridad con algunos términos
elementales como ‘conjunto’ finito ¢ infinito, ‘funcion’, ‘orden total’, ‘orden parcial’,
‘operacion’ y ’magnitud escalar’, asi como el manejo de férmulas y ecuaciones
sencillas.

Es un conocimiento que, de hecho, deberian tener todos los estudiantes a su
entrada en la universidad y por mas que, con demasiada frecuencia no sea el caso,
como pone de manifiesto la horrible y demasiado oida expresion ‘jEs que soy de
letras!’, cuando tan raramente se oye la homodloga ‘jEs que soy de ciencias!’.
Posiblemente es una consecuencia de una ensefianza compartimentada en disciplinas
‘estancas’, presentadas de forma inconexa y sin que los ensenantes de las mismas
mantengan colaboracién didactica alguna entre ellos; lo que no puede sorprender que
se contagie a los alumnos.

En bien de la cultura es urgente terminar con la insensata clasificacion entre
‘letras’ y ‘ciencias’ que, si siempre ha sido absurda, lo es mas aun en un tiempo en el
cual el gran riesgo es que las tecnologias de la informacion y la comunicacion puedan
devorar al pensamiento libre, substituyéndolo por un pretendido razonamiento
deductivo. Unas tecnologias cuyo éxito es debido a algoritmos, a un tipo de
razonamiento deductivo fuerte que no coincide con el mas débil y flexible del
razonamiento ordinario o de sentido comun de las personas; las maquinas deducen
francamente bien, pero no piensan, ni propiamente especulan.

El autor cree necesario ampliar el concepto ‘Humanidades’ con el
pensamiento exacto que pedia Karl Menger, es decir con aquel soportado en modelos
matematicos; no en balde y en las palabras del Premio Nobel de Fisica Eugene
Wigner, la sorpresiva eficacia de las matematicas en las ciencias naturales parece rozar
lo irrazonable. Todo ello proviene de pensamientos tan humanos como son los
correspondientes a la Historia, la Literatura, la Lingdistica, etc. Al fin y segun Galileo
Galilei, el libro del mundo esté escrito en lenguaje matematico.

Pensar es mucho mas que deducir fuerte o débilmente; pensar significa mucho
mas y, por ejemplo, comporta especular, un tipo limite de razonamiento en la frontera
con el pensamiento dirigido que, algunas veces, se alcanza alternando la deduccién y
la abduccion, es decir, induciendo. Es el tipo de razonamiento que conduce a la
creatividad, el que lleva al Eureka! de Arquimedes y que, con gran frecuencia, tiene a
ver con la sensibilidad, dedicacion y pasion del pensador por un tema; un pensamiento
lento, francamente opuesto a la rapidez a la que someten muchas de las nuevas
tecnologias.

Debe evitarse la desaparicion del pensamiento critico y una mision de la
ensefianza es fomentarlo para que los ciudadanos puedan ser no s6lo creativos sino
verdaderamente libres.

Las aplicaciones de la teoria de conjuntos borrosos se centran mayormente en
cuanto, describible linguisticamente, se alcanza por medio del razonamiento llamado
de sentido comun, el de ‘cada dia’ con el cual las personas toman la mayor parte de las
decisiones que les son cruciales.

Precisamente, el futuro cientifico de esa teoria esta evolucionando actualmente
hacia lo que Lotfi A. Zadeh llamé la ‘Computacion con palabras y percepciones’
(Computing with Words and Perceptions, en inglés) que puede verse como un paso
maés en el largo y seguramente inacabable camino que, empezado por Ramon Llull con
su Ars Magna, influy6 a Leibniz llevandole a su famosa exclamacion ‘No discutamos,
iCalculemos!’, a ver el razonamiento como un calculo y que George Boole avanzé en
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términos algebraicos aungue precisos y s6lo con cabida para razonar adicionalmente
en términos de probabilidades de sucesos rigidos.

Un célculo, el buscado por Leibniz, que dificilmente podra ser sino una
familia de célculos especializados para cada parte del lenguaje ordinario, el cual y
siempre sobrepasara todo intento de formalizacion de tipo preciso. La gran ayuda que
el pensamiento brinda al razonamiento es la analogia que, si no puede llevar mas que a
refutar y conjeturar, es decir, a refutaciones, consecuencias, hipotesis Yy
especulaciones, permite llegar a ‘ver mas alla’ y gracias a lo almacenado en la
memoria.
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