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Jogo de Bingo, Probabilidades e Senso Comum

Jodo Sérgio Lauand'

Resumo: A Teoria das Probabilidades tem resultados surpreendentes que muitas vezes se chocam com
nossa percepgdo. Este artigo analisa alguns desses casos: o famoso “Problema das trés portas” e outros
com calculos do Jogo de Bingo e de aniversarios. Dessa forma ajuda também a entender um pouco mais
os conceitos dessa ciéncia e a ver, em alguns casos, a beleza da Matematica.
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Abstract: Probability Theory often offers surprising results which defy our intuition. This article
analyzes some of these cases: the famous “Monty Hall problem”, and some unexpected calculations from
Bingo Game and from birthdays. In this way, it also helps to understand better the concepts of that
Science and to see, in some cases, the beauty of Mathematics.
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Um dos jogos mais populares que ha é o de Bingo, que como se sabe, consiste
em preencher uma cartela com nimeros. Todos os jogos dependem de sorte e
estratégia, como os de baralho, ou estratégia, como o de xadrez, ou puramente de
sorte, como ¢ o caso do Bingo. Ndo ha nada que o jogador possa fazer para melhorar
seu jogo, além de torcer e prestar atencdo. Uma coisa que ele pode fazer ¢ tentar
entender as probabilidades ligadas ao jogo. E o que vamos fazer a seguir.

A Teoria das Probabilidades estuda, como seu nome diz, as possibilidades
ligadas a eventos determinados. Ao langar um dado, por exemplo, a probabilidade de
sair um nimero previamente escolhido € de 1/6. Sdo 6 niimeros, igualmente provaveis,
entdo se eu escolher, por ex., o nimero 2, a chance de que ele saia ¢ de 1/6, ou dizendo
de outra forma, se eu langar o dado 6 vezes, terei a probabilidade de que meu niimero
saia uma vez. Nada impede que ele saia todas as 6 vezes ou nenhuma, mas néo ¢é o
mais provavel.

A probabilidade é, portanto, o grau de possibilidade, de chance matematica, o
quanto ¢ provavel. Uma forma de medi-la ¢ dividir o nimero de resultados esperados,
pelo ntimero de possiveis. No caso do dado, de que falamos acima, temos um
resultado esperado, em seis possiveis, dai a probabilidade de um para seis ou 0,16. Se
eu lancar uma moeda, a probabilidade de sair coroa ¢ de 1/2, ou 0,5 ou 50%.

Sendo um jogo, e com ntimeros, hd muitas probabilidades e resultados que
podemos associar ao Bingo. Vamos tratar disso adiante, mas antes queria mostrar que
nosso senso de probabilidades, nosso senso comum, nesse aspecto, nem sempre €
muito certeiro.
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O problema das 3 portas

Este famoso problema (entre outros) recebeu notavel divulgagdo entre nos por
meio de um livro escrito em 1988 que analisa com muita propriedade a relagdo entre
nossas impressdes e as probabilidades ligadas a varios fendmenos corriqueiros.
Chama-se “O Andar do Bébado” e seu autor ¢ Leonard Mlodinow.

Entre tantas questdes interessantes que ele estuda, estd o problema das 3
portas. Em um concurso, uma pessoa deve escolher uma de 3 portas, A, B ou C,
sabendo que em uma hd um belo presente para ela, ¢ as outras duas ndo t€ém nada. Ela
escolhe a porta A. Antes de lhe dizer se acertou, o organizador abre a porta C e lhe diz
que essa ndo tem nada. E lhe pergunta se quer trocar o palpite da porta A para a porta
B. O que vocé faria?
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https://statisticsbyjim.com/fun/monty-hall-problem/

Se quer pensar um pouco no problema nao leia este paragrafo e os proximos,
pois ja vou apresentar a solugdo da questdo. Boa parte das pessoas pensa, a
recompensa ndo saiu do lugar, as portas A ¢ B ndo foram alteradas, entdo ndo ha
motivo para alterar minha escolha. Costumo ser uma pessoa de convicgdes € ndo vou
alterar meu palpite.

Engano! Qualquer alteragdo no problema muda as probabilidades. No inicio
cada porta tinha 1/3 de chance de ser a premiada. Com a abertura da porta C, as
probabilidades se alteraram e agora sdo para A 1/3, para B 2/3 e para C zero.

Entdo temos mais duas caracteristicas da Teoria de Probabilidades: qualquer
mudanca de condi¢des pode alterar as probabilidades e a soma das probabilidades para
um evento ¢ igual a um. No caso da moeda temos ou cara ou coroa, com 0,5 cada um,
somando um e no do dado temos 6 nimeros, com 1/6 cada, somando um.

Voltando a porta, quando nosso amigo escolhe a porta A ele tem 1/3 de
chance de ganhar e 2/3 de chance de perder, se o prémio estiver em B ou C. Ao abrir a
porta C, o conjunto de B e C continua com a chance de 2/3 de conter o prémio, que
ndo foi alterado de lugar. Logo a probabilidade de ele estar em B é de 2/3. Portanto,
quando se oferece a chance de trocar a porta A pela B se esta oferecendo sair de 1/3
para 2/3 de probabilidade, ou o dobro de chances!

Contrario ao senso comum, a nossa percep¢do? Pode ser. O autor do livro diz
que ha bons matematicos que t€m dificuldade de aceitar essa solugdo. Minha
experiéncia também vai nessa diregao.

Talvez uma forma de entender que essa solugdo esta certa é pensar em nimero
maior de portas, por ex. dez, e repetir as operacdes. Escolhemos A e abrimos todas as
outras com excecao de B. A probabilidade de acertar era de 1/10 e a de B ¢ de 9/10.
Mais facil de perceber que devemos trocar.
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Aniversarios

Outro tema em que nossas percepgdes parecem nos enganar ¢ o dos
aniversarios. Recentemente uns amigos, em grupo de quinze pessoas, fizeram uma
viagem de 18 dias. Comentaram que nesse periodo comemoraram 2 aniversarios. A
primeira vista, parece muito. Sendo 15 pessoas em 18 dias com o ano com 365 dias,
parece que deveria haver menos aniversarios. Sera? Qual a probabilidade, nessas
condicdes, de que se comemore um aniversario?

Vamos usar mais uma vez a formula complementar. Calcular a chance de ndo
haver aniversarios € obter o complemento. Essa probabilidade é de (347/365) elevado
a 15, o que da 0,445 e portanto, seu complemento, a chance de que haja uma
comemoracao, ¢ de 0,5547, ou 55,47%, maior do que 50%. Portanto, ndo ha nenhuma
surpresa em ter havido festas!

Um problema classico é o dos aniversarios simultaneos em um grupo de
pessoas. Estando juntas 40 pessoas, qual a chance de haver ao menos duas com
aniversario no mesmo dia? Um artigo publicado no ano 2000, e que pode ser
encontrado na internet (Folha de S.Paulo - Fovest - 03/10/2000 (uol.com.br)), analisa
esse tema. Curiosamente sua abordagem ¢é parecida com a nossa, ¢ o artigo comega
assim: “O calculo de probabilidades pode ser tdo surpreendente que alguns resultados
fogem totalmente ao senso comum”. No caso de 40 pessoas ha uma probabilidade de
89% de que ao menos duas facam aniversario no mesmo dia e com 50 pessoas a
probabilidade sobe para 97%, quase uma certeza.

Alguns nimeros no jogo de Bingo

Ha muitas formas de se organizar o Bingo. Basicamente depende de quantos
numeros serdo sorteados no total (T), de quantos tera cada cartela (¢) e do que sera
premiado, em geral a cartela cheia e talvez um conjunto de linhas.

Para ver alguns nimeros vamos considerar um sorteio com 75 nimeros, cada
cartela com 25, sendo 5 colunas, nimeros de 1 a 15 na primeira coluna, de 16 a 30 na
segunda e assim sucessivamente.

O numero de cartelas possiveis nesse exemplo ¢ muito elevado, algo em torno
de 243 x 10 elevado a 15 (ou 3003 elevado a 5).

A medida que o jogo vai se desenvolvendo, a chance de sair cada nimero em
nossa cartela ¢ de exatamente 1/3 quando comega ¢ de um valor préximo a esse a
seguir. Por isso, se tivermos um ter¢o dos niimeros sorteados na nossa cartela estamos
na média. Outros estardo abaixo e alguns acima. Um destes ultimos vai ganhar.

Uma pergunta que surge ¢ qual a probabilidade de um jogador ganhar em
determinado momento do jogo. Duas posi¢des sdao basicas: a menor ¢ a maior. Vamos
comegar por esta ultima. Qual a probabilidade de o jogo so terminar, para uma cartela,
no ultimo nimero sorteado? Em outras palavras, qual a chance de ter na minha cartela
o ultimo nimero sorteado? Considerando que o total de nimeros (T) ¢ o triplo de cada
cartela (c), isto € T= 3c, podemos dizer que essa probabilidade, antes do jogo comecar,
¢ de 1/3. Como dissemos, probabilidade de um evento ¢ o nimero dos favoraveis,
dividido pelo de possiveis. Podemos imaginar a lista de nlimeros sorteados como uma
sequencia de T numeros. Se listarmos todas, quantas vao terminar com um dos
numeros de ¢? Pela simetria dos niumeros 1/3 do total. Logo nossa probabilidade é de
1/3.

Vamos a outra posi¢do. Qual a probabilidade de um jogo terminar depois de
exatos ¢ numeros, isto €, todos os nimeros sorteados estarem em uma cartela. Por dois
caminhos podemos chegar ao resultado. Um ¢ ir multiplicando as probabilidades de
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que qualquer nimero sorteado esteja na cartela. A primeira é de ¢/T, a segunda de
c-1/T-1, até a de 1/T-c+1. Essa expressao corresponde a formula ¢! x (T-c)! / T!. Outra
forma de resolver o problema ¢ pensar que todas as sequéncias que resolvem nossa
questdo comecam com um arranjo dos ¢ primeiros nimeros. O numero dessas
sequéncias ¢ de ¢! x (T-c)!. Como a probabilidade é esse nimero dividido pelo total de
sequéncias que ¢ de T!, chegamos a mesma féormula. Mais adiante vamos aplicar essas
formulas a alguns exemplos numéricos e sera mais facil entender o que representam.

O curioso € que essas duas formulas, das probabilidades nessas duas casas, sdo
absolutamente gerais e valem para quaisquer nimeros. A Unica hipotese especial
que fizemos foi a de T= 3¢ no primeiro caso, ¢ chegamos a probabilidade de 1/3.
Com T = nc, a probabilidade sera de 1/n.

https://www.mcleansherwood.com/products/cgmbingo-machine-manual

Como ¢ de se esperar a segunda probabilidade ¢ um nimero bem pequeno,
que aumenta com o valor de T. Sempre supondo T= 3c, com T= 6 a probabilidade ¢ de
p=1/15,com T=9 p=1/84 e com T= 15 ja ¢ algo como 3 em 10.000.

Isso nos leva de volta a pergunta. Qual a chance de um jogo terminar em
determinado ponto, com um numero n de pedras sorteadas?

Probabilidades de o jogo acabar

Muitas fungdes estatisticas regem-se pela curva de Gauss que tem a forma
aproximada de um sino. Quando temos uma varidvel com uma média, muitos
resultados sairdo proximos a essa média ¢ a medida que se afastam irdo sendo em
menor numero, dando o que chamamos curva de Gauss. Pensemos em grupo de mil
homens e vamos registrar sua altura. Supondo que a média de altura é de 1,70 m, se
pusermos em um grafico a quantidade de pessoas com certa altura em fun¢do da altura
teremos uma curva desse tipo. Poucos mais baixos, grande concentracdo em torno dos
1,70 e poucos mais altos.



Sera que a probabilidade do jogo terminar segue uma fungdo desse tipo? A
resposta ¢ ndo. A probabilidade vai aumentando da casa ¢ até a casa T, que sdo as que
vimos antes.

Para entendermos melhor vamos usar nimeros baixos. A Matematica nos
reserva uma surpresa ¢ solugcdes que mostram a beleza surpreendente dessa matéria.

Um jogo muito simples e praticamente invidvel seria um bingo com 3
numeros no total e cada cartela com apenas um numero. Estamos usando apenas para
fixar as ideias. As chances de o jogo acabar em determinada casa seriam:

Casa 1 2 3

Probabilidade 0,33 0,33 0,33

Reparem que os célculos que fizemos antes para as casas T e ¢ sdo validos
nessa tabela.

Um Bingo com 6 nimeros e 2 em cada cartela

Este também um jogo pouco viavel, que estamos utilizando apenas pela
facilidade de fazer calculos e fixar ideias.

Neste caso temos 6 bolinhas para serem sorteadas. O Jogo s6 pode acabar a
partir da segunda bolinha e, de acordo com o que ja vimos, temos P2= 1/15 e P6=1/3,
chamando de Pn a probabilidade de o jogo acabar na casa n.

Vamos chamar de Pr;s a probabilidade de o jogo acabar entre as casasre s.

Calculemos P5. Esse valor ¢ igual a (1-P6) multiplicado por 2/5, isto €, a
chance de ndo acabar na ultima casa, vezes a de sair uma pedra da cartela na quinta
casa. Esse valor ¢ 4/15.

Com esse raciocinio, podemos chegar a uma formula:
Pn=(1-Pnt1;T)x c/n

Aplicando essa formula, chegamos a seguinte tabela:

Casa
1 2 3 4 5 6
Prob
abilidade 0 1/15 2/15 3/15 4/15 5/15

Um resultado belissimo que a Matematica nos oferece!

O que vemos ¢ a probabilidade de o jogo terminar vai aumentando a medida
que vai evoluindo e atinge seu ponto maximo na ultima casa com o valor de 1/3. Essa
¢ a probabilidade de cada casa, o que ndo significa que va terminar na ultima.
Individualmente ela € a maior, mas a chance de terminar antes € o dobro, 2/3. Como ja
dissemos essas sdo probabilidades antes do jogo comegar. A partir da primeira pedra
elas ja comegam a mudar.

Voltando as curvas de Gauss, eclas devem estar presentes aqui. Se fizéssemos a
contagem de quantas pedras foram sorteadas cada vez que um jogo acaba ¢
puséssemos em um grafico ele teria provavelmente uma semelhanga com uma curva
de Gauss, mas com um corte abrupto na ultima casa.
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Como curiosidade apresento o mesmo calculo para um jogo de 9 numeros,
com 3 em cada cartela:

Casa

2 3

4

5

6

7

8

9

Prob

O | —

0 1/84

3/84

6/84

10/84

15/84

21/84

28/84

entre a 4 ¢ a 3 de 2/84 ¢ assim por diante, até 7/84.

Outro resultado belissimo! Reparem que as diferencas entre os nimeros dessa
tabela vao subindo de forma uniforme de modo que entre a casa 3 ¢ a 2 ¢ de 1/84,

Conclusao

Esta brincadeira com os nimeros nos mostra que nem sempre o que nos
parece mais provavel de fato o ¢, as probabilidades, as vezes, gostam de nos enganar.

Mostrou-nos também um pouco da beleza da Matematica, e que as chances de
um jogo de Bingo acabar s3o cada vez mais altas ao final, o que era esperado. Quanto
mais pessoas jogando, mais chance de um ponto fora da curva. Se isso ndo vai ajuda-
lo a ganhar, ao menos vai facilitar uma melhor compreensao do que esta acontecendo.
Entdo paciéncia, e... boa sorte!

Recebido para publicagdo em 11-09-22; aceito em 14-10-22
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